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Durante a oscilagdo de dois péndulos acoplados, a
energia de oscilagédo é transferida entre os ambos
péndulos de um lado para o outro. Se os péndulos
sdo idénticos e a sua oscilagao ¢ iniciada de modo
que um dos péndulos se encontre em posigcado de
repouso enquanto o outro se encontra na posigao de
maxima amplitude, entdo, a transferéncia de energia
é completa. Ou seja, a cada vez um dos péndulos
chega a posigcao de repouso total, enquanto que o
outro oscila na sua amplitude maxima. O tempo
transcorrido entre dois pontos de repouso de um
dos péndulos, ou em geral entre dois momentos nos
quais o péndulo oscila com a minima amplitude, é
chamado Ta.

As oscilagdes de dois péndulos matematicos idénticos
e acoplados podem ser descritas como a superposigao
de duas oscilagdes proprias. Estas oscilagdes proprias
podem ser observadas quando os péndulos séo levados

P1=9,=0

a oscilar em fase ou de modo afasico. No primeiro caso
0os péndulos oscilam sem influéncia do acoplamento
com a freqiéncia do péndulo n&o acoplado, no segundo
caso, eles oscilam com a influencia maxima do
acoplamento com uma frequiéncia prépria maior. Todas
as outras oscilagbes podem ser representadas como
sobreposigdes destas duas oscilagdes.

A equacgdo de movimento dos péndulos (para pequenos
angulos de amplitude @1 e ¢2) tem a forma:
L-¢1+g-@1+k-(01-9,)=0
L-Gy+9-0;+k-(0; —(P1)=0

g: aceleragao da gravidade, L: comprimento do
péndulo, k: constante de acoplamento.

(1)

Fig. 1: Esquerda: oscilagdo acoplada em geral, meio:
oscilagédo acoplada em fase, direita: oscilagdo
acoplada afasica

P=P=0
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A constante de elasticidade das molas acopladas D
depende da constante de acoplamento k da seguinte
maneira:

()

d: distancia entre a fixagdo das molas acopladas e o
ponto onde esta pendurado o péndulo, m: Massa do
péndulo

Para as grandezas auxiliares (primeiro introduzidas de
forma aleatoria)p, =, +¢, € ¢_=¢;—¢, resultam

entao as equagdes de movimento:
L-¢,+99,=0

L-¢_ +(g+2k)¢_ =0

Cujas solugdes

¢, =a,cos(o,t)+ b,sin(w, ?)
¢_=a_cos(w_t)+ b sin(w_t)

D:k-ﬁ-m

@)

Com as frequiéncias circulares

. =Jg'w _ |g+2k
* L’ - L

€ os periodos de oscilagcao

T—ZH—Z L
T o m g+ 2k

correspondentes as oscilagbes proprias descritas com
excitacdo em fase ou afésica (é valido ¢+ = 0 no caso da
oscilagao afasica e ¢- = 0 no caso da oscilagdo em fase).
Os balangos do péndulo podem ser calculados a partir

da soma ou da diferenca das duas grandezas auxiliares,
e assim obtém-se a solugao:

®)

2T L
=—=2n- |-,

(6)

=
W4

0 = %(a+cos(w+t)+ b,sin(w, t)+a_cos(w_t)+ b_sin(w_t))

9, = %(agos(mj) +b,sin(o, ) a_cos(o_t)- b_sin(w_t))

7)

Sendo que aqui, os parametros a+, a-, b+ e b- sao
primeiramente grandezas aleatdrias que podem ser
calculadas a partir do estado de oscilagdo de ambos
péndulos no momento t = 0.

O caso a seguir € o mais facil de se descrever, o qual é
provocado quando o péndulo 1 no momento 0 é
deslocado do ponto zero num angulo de amplitude @o e
logo largado, enquanto o péndulo 2 se encontra em
repouso no ponto zero:

9 = l.(% -cos(w, )+ @ - cos(w_t))
2 (8)

1
92 = (00 c0s(0,£)~ g - cos(0_1)

Apds uma reformulagdo matematica obtém-se
@1 = Qg - cos(w, t)- cos(wt)

@5 = ¢g -sin(w,?)- cos(wt) 9)

com
Wyt o W=y
e
T, T T, T
T=2———" Ty=2- : 11
T, +T.° 2 T, —T_ "

Isto corresponde a oscilagdo de ambos péndulos com a
mesma freqiéncia circular ®, sendo que as suas
amplitude sdo moduladas com a freqiiéncia circular wa.
Uma tal modulagcédo é chamada de flutuagao. No caso
presente, pode-se até falar de flutuagdo maxima, porque
a amplitude atinge como valor minimo o zero.

Como a duragdo de suspensao Ta € geralmente
entendida como o tempo entre dois momentos de
repouso dos péndulos, definimos:

2 T, T
U)A—E@TA—T_F_T_ (12)
LISTA DE APARELHOS

2 Péndulos de vara com sensor de angulo @230 V
1000763 (U8404275-230)

ou

2 Péndulos de vara com sensor de angulo @115V
1000762 (U8404275-115)

1 Mola helicoidal 3,9 N/m 1002945 (U15027)
2 Fixadores de mesa 1002832 (U1326)

2 Varas de apoio, 1000 mm 1002936 (U15004)
1 Vara de apoio, 470 mm 1002934 (U15002)
4 Mangas universais 1002830 (U13255)

2 Adaptadores com plugue BNC/tomadas de 4 mm
1002750 (U11259)

2 Sensores de voltagem 10 V. 1021682 (UCMA-BT02)
1 Data logger
1 Software

Mais informagdes sobre a medicao digital podem ser
encontradas no site do produto na loja virtual da 3B.
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Fig. 2: Montagem para o registro e a analise das oscilagdes

de dois péndulos idénticos acoplados

MONTAGEM

A montagem esta representada na fig. 2.

Fixar as varas de apoio longas de comprimento na
mesa, a distancias de aproximadamente 15 cm
umas das outras, por meio das pingas de mesa.

Instalar a vara de apoio curta na horizontal para
proporcionar mais estabilidade a montagem.

Fixar o sensor de &angulo por meio da manga
universal na extremidade superior da vara de apoio
vertical.

Fixar as massas pendulares nas extremidades
inferiores das varas dos péndulos.

Pendurar as varas de péndulos no sensor de angulo
(para as pontas das varas de péndulo foram
previstos entalhos nas varas do sensor de angulo).

Pendurar a mola parafuso nos orificios no centro de
cada haste do péndulo (a 50 cm das extremidades).

Conectar os adaptadores com plugue BNC/tomadas
de 4 mm nos sensores de angulo e conectar os
sensores de voltagem.

Conectar os sensores de voltagem ao data logger.

Conectar ambos sensores de angulo a rede elétrica
usando as fontes de alimentagao.

EXECUCAO

—

2,

3.

Iniciar o software e registrar as curvas de tempo dos
sinais de tensao de ambos o0s sensores.

Registro da oscilagao de fase idéntica

Deslocar ambos péndulos nhum mesmo (pequeno)
angulo de amplitude na mesma diregao e solta-los
simultaneamente.

Registro da oscilagdo em contra fase

Deslocar ambos péndulos num mesmo (pequeno)
angulo de amplitude em dire¢des contrarias e solta-
los simultaneamente.

Registro de uma oscilagido acoplada com
flutuagdo maxima

Se necessario, aumente o numero de valores
medidos.

Deslocar uma das varas de péndulo, segurando a
outra no ponto zero e soltar ambas
simultaneamente.
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EXEMPLOS DE MEDICAO

1. Oscilagdes em fase acopladas
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Fig. 3: Diagrama elongagao-tempo da oscilagéo acoplada em fase

2. Oscilagao acoplada em contra fase
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Fig. 4: Diagrama elongagao-tempo da oscilagdo acoplada em contra fase
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3. Oscilagao acoplada com flutuagdo maxima
QAdEHEESE ®] [EREERE

025

Fu2m
Fuim

i n n

1 | A AT

——

-———_
e —

Fig. 5: Diagrama elongagéao-tempo da oscilagéo acoplada de flutuagdo maxima
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ANALISE

1. Determinagcdo do periodo de uma oscilagdo
acoplada em fase

e Abrir 0 jogo de dados da oscilagdo em fase (Fig. 3).

e Incluir com o cursor o maximo de periodos de
oscilagdo de um péndulo no diagrama, para tal, levar
cada um de ambos cursores exatamente sobre a
passagem a zero de um flanco ascendente, de modo
que um numero inteiro de periodos seja incluido.

e Lerointervalo de tempo dos cursores.

O quociente do intervalo de tempo dos cursores e do
numero de periodos incluidos resulta na duragao do
periodo

- 13,80 s
U7

=197 s.

2. Determinagdao do periodo de uma oscilagio
acoplada em contra fase

e Abrir 0 jogo de dados da oscilagdo em contra fase
(Fig. 4) e proceder do mesmo modo.

O quociente do intervalo de tempo dos cursores e do
numero de periodos incluidos resulta na duragdo do
periodo

12,50 s
T =

1,79 s.

3. Determinagdo do periodo de uma oscilagao
acoplada com flutuagdo maxima

e Abrir o jogo de dados da oscilagdo com flutuagéo
maxima (Fig. 5).

e Incluir com o cursor um, ou se possivel, varios
periodos de oscilagao e ler o intervalo de tempo dos
cursores.

O quociente do intervalo de tempo dos cursores e do
numero de periodos de flutuagéo incluidos resulta na
duracéao do periodo de flutuagao

TA=19,72s.

e Alterar a escala do eixo de tempo de modo que um
periodo de flutuagdo seja representado de forma
ampliada.

e Incluir com o cursor o maximo de periodos de
oscilagdo de um péndulo dentro um periodo de
flutuagao (intervalo de tempo entre duas paradas do
pendulo na posicdo de repouso) e ler o intervalo de
tempo dos cursores.

O quociente do intervalo de tempo dos cursores e do
numero de periodos incluidos resulta na duragao do
periodo

_19,72s

T 11

1,79 s.

4. Comparagio com a teoria

Com o comprimento do péndulo L = 0,995 m (distancia
da massa do péndulo do ponto onde esta pendurado o
péndulo), a distancia entre a fixagdo das molas
acopladas e o ponto onde esta pendurado o péndulo
d = 0,535 m, a massa do péndulo m = 1 kg, a constante
de mola da mola de acoplamento D=3,9N/m e a
aceleragdo gravitacional g = 9,81 m/s?, as equagdes (2)
e (6) resultam em

k=1,122 m/s?
T:=2,00s
T-=181s

Os valores determinados experimentalmente 7+ = 1,97 s
e T-=1,79 s devem ser comparados com esses valores.
Substituindo esses ultimos nas equacgdes (11) e (12), ob-
temos

T=188s
TA=19,59s

Os valores determinados experimentalmente T=1,79 s
e Ta=19,72s devem ser comparados com esses
valores.

Os valores determinados experimentalmente concor-
dam bem com a teoria em cada caso; os desvios rela-
tivos estao na faixa de porcentagem de um digito e che-
gam a um maximo de 5%.

5. Determinagcdo da constante de elasticidade de
molas acopladas

No caso de acoplamento fraco (k << g), a constante de
elasticidade (2) s6 tem uma influéncia limitada sobre o
periodo da oscilagdo em contra fase, mas tem grande
influéncia no periodo de flutuagdo. Por isso deve-se
utilizar uma relagdo ao periodo de flutuagcdo para se
determinar a constante de elasticidade, a qual é obtida
quando se aplica (5) em (10) e logo se a transforma para
k.

k=2-L-(wi—wA-w+) (13)

Agora expressam-se as frequéncias circulares através
de periodos de oscilagéo e se as aplica em (2).

L g T, T? N
D=—-m-Z-(2-—+—=|=3,6—
dZ m 2 ( TA+TA2 m

O valor se desvia do valor nominal de 3,9 N/m aproxi-
madamente 8%.

(14)
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